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Se  presenta  una  solución  analítica  para  la  respuesta  de  un semiespacio  tridimensional  homogéneo  con
una carga  puntual  armónica  en  el  tiempo.  Esta  expresión  es de  gran  importancia  debido  a  que se  puede
emplear  como  solución  fundamental  en  el  Método  de los  Elementos  de  Contorno  para  la resolución  de
problemas  elastodinámicos  tridimensionales  de  semiespacios.  Las  expresiones  se han  validado  compa-
rando  los resultados  con otros  empleados  en  el  Método  de  Elementos  de Contorno  en los que  es necesaria
la discretización  de  la superﬁcie  del semiespacio.  También  se  ha  comparado  con  otras  soluciones  para  el
semiespacio  en  2.5D  y  con  resultados  experimentales  obtenidos  de  referencias  bibliográﬁcas.
Por  último,  se estudia  el comportamiento  asintótico  de  la solución  para  diferentes  estados  comparando
los  resultados  con  soluciones  fundamentales  existentes.
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Green’s  function  for  time-harmonic  elastodynamics  in  a  half-space
with  hysteretic  damping
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a  b  s  t  r  a  c  t
This  paper  presents  an  analytical  solution  for  the  steady-state  response  of a  homogeneous  three-
dimensional  half-space  subject  to a time-harmonic  point  load. This expresion  is of great  importance
in  the formulation  of  three-dimensional  elastodynamic  problems  in  a half-space  by means  of  boundary
element  methods  which  can  be employed  as a  Fundamental  Solution.  The  expressions  are  validated
comparing  the  results  with those  obtained  with  the  boundary  element  method  solution,  where the  free
surface  is  discretized.  The  solution  is  further  compared  to that  of  a  2.5D  half-space,  and  with experimental
results  available  in  the literature.
The asymptotic  behaviour  of  the  solution  is explored  for different  limits  of  the  distance,  frequency  and
wave  number,  and  the  ensuing  limits  are  compared  to existing  fundamental  solutions.
©  2013  CIMNE  (Universitat  Politècnica  de  Catalunya).  Published  by Elsevier  España,  S.L.U.  All  rights. Introducción
La aplicación de métodos numéricos para la propagación de
ndas requiere el empleo de soluciones fundamentales (SF, a par-
ir de ahora) para obtener resultados válidos compatibles con un
iempo de cálculo óptimo. El Método de los Elementos de Contorno
recisa de la deﬁnición de SF. Las principales aplicaciones de la pro-
agación de ondas en semiespacios son el estudio de vibraciones
rovocadas por el paso de trenes, la ingeniería sísmica, la interac-
ión dinámica suelo-estructura, etc. En problemas en los que sea
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necesaria la deﬁnición de la superﬁcie de un semiespacio, el uso
de SF especíﬁcas reduce el coste computacional al no tener que
discretizar la superﬁcie.
Los principales avances en el cálculo de SF elastodinámicas se
muestran en una reciente revisión [1].
Muchos investigadores han estudiado la generación de movi-
mientos de superﬁcie [2–6] pero el número de ellos que desarrolla
el caso de movimientos bajo la superﬁcie es limitado. Eason [7],
Gakenheimer [8] y Johnson [9] analizaron los desplazamientos pro-
ducidos en un semiespacio elástico por una carga aplicada en la
superﬁcie.
An˜os después, Pilant [10] obtuvo la SF para una carga lineal
aplicada en la superﬁcie de un semiplano elástico obteniendo los
blicado por Elsevier España, S.L.U. Todos los derechos reservados.
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esplazamientos en un punto interior y viceversa. El estudio se rea-
izó en el dominio del tiempo y empleando el método Cagniard-De
oop. Ese mismo  an˜o, Bouchon [11] desarrolló un método para
studiar el campo de desplazamientos provocado por una carga en
l interior de un espacio estratiﬁcado tridimensional. El campo de
ndas elástico se representaba mediante la superposición de ondas
lanas en direcciones discretas.
El problema de una carga concentrada que actúa en el interior de
n semiespacio elástico homogéneo tridimensional fue estudiado
n primer lugar por Mindlin [12] bajo condiciones estáticas. Obtuvo
a solución analítica para un medio isótropo empleando el principio
e superposición a partir de la solución de Kelvin.
Sin embargo, el cálculo del núcleo de esta SF es tedioso. En [13]
e realiza una solución diferente al mismo  problema empleando
l método de las imágenes. Posteriormente, en [14] se recon-
idera el problema y se resuelve empleando los potenciales de
apkovitch [15].
Garvin [16] desarrolla la solución para una fuerza lineal que
ctúa en una cavidad inﬁnitesimal localizada bajo la superﬁcie libre.
mplea la transformada de Laplace para obtener la solución en
ominios bidimensionales. Kontoni et al. [17] desarrollan una SF
proximada mediante el uso del método de las imágenes para semi-
lanos elastodinámicos en el dominio de la frecuencia, en el caso
e cargas armónicas, o empleando la transformada de Laplace para
lteraciones transitorias.
Kobayashi [18] obtiene la SF para un semiespacio basada en
a del espacio completo en el dominio de la frecuencia, para lo
ue emplea la transformada de Laplace en el tiempo y la de Fou-
ier en la frecuencia. Pak [19] estudió analíticamente la SF para un
emiespacio axisimétrico e isótropo sometido a una fuerza interna
rmónica en el tiempo empleando el método de los potenciales de
esplazamiento.
Banerjee y Mamoon [20] obtienen la solución para un semi-
spacio sometido a una fuerza periódica empleando la técnica
esarrollada en [21] para obtener la SF transitoria a una carga
plicada. En los 2 estudios se emplean los métodos de síntesis y
uperposición en el espacio transformado de Laplace y en el domi-
io de la frecuencia.
Tadeu [22] formula la solución analítica para la respuesta de
n espacio homogéneo tridimensional sujeto a una carga armó-
ica senoidal. Una extensión de este modelo para semiespacios se
btiene en [23]. La SF del semiespacio se escribe como suma de la
F para el espacio completo más  términos de superﬁcie que, a su
ez, se descomponen en 2 partes: una correspondiente a la solución
el método de las imágenes más  otra obtenida de la metodología
ropuesta en [24].
Park [25] presenta una solución mixta en el dominio del tiempo
rasformada en el espacio para un semiplano sujeto a una carga
rmónica antiplana en la superﬁcie.
En este documento se presenta la solución analítica para la
espuesta de semiespacio tridimensional sometido a una carga
rmónica puntual incluyendo el amortiguamiento. Esta expresión
iene gran importancia en formulación de problemas elastodi-
ámicos tridimensionales en un semiespacio, empleada como
F en la aplicación del Método de los Elementos de Con-
orno. Las expresiones se obtienen empleando los potenciales de
esplazamientos [6].
La SF para el semiespacio se obtiene asumiendo condiciones de
ensiones libres en el contorno de la superﬁcie, equilibrio de ten-
iones y continuidad de desplazamientos en el punto de aplicación
e la carga y condiciones de radiación.
Las expresiones se validan comparando la obtenida con el
étodo de los Elementos de Contorno empleando la solución para
l espacio completo, donde la superﬁcie es discretizada. Asimismo,
e compara con resultados experimentales obtenidos en la litera-
ura.r. cálc. diseño ing. 2014;30(4):247–255
Por último, se estudia el comportamiento asintótico de la solu-
ción, estudiando límites en distancia, en frecuencia y en número de
onda y comparándola con SF existentes.
2. Planteamiento del problema
La respuesta elástica lineal de un espacio isótropo tridimensio-
nal se puede obtener a partir de las ecuaciones de Navier:
∇2u (x, t) + ( + )∇∇ · u (x, t) + f (x, t) = ∂
2u (x, t)
∂t2
(1)
donde  es la densidad del material,  y  son las constantes de
Lamé, u (x, t) es el campo de desplazamientos, f (x, t) son las fuerzas
de volumen y x = (x, y, z) son las coordenadas cartesianas.
La ﬁgura 1 representa  = (x, y, z)
∣∣−∞<y<h , un semiespacio
limitado por una superﬁcie superior S = (x, y, z)
∣∣
y=h en el sistema
de referencia cartesiano {0 ; x, y, z}. El dominio tiene aplicada una
carga puntual unitaria en el punto 0:
fi (x, t) = ıilı (x) ı(t) (2)
donde ıil es la delta de Kronecker y ı(·) es la delta de Dirac en el
tiempo o el espacio.
Para resolver la ecuación (1), se deﬁne la siguiente transformada
de Fourier en el tiempo y en el espacio:
G (X,  ω; 0) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
g (x,  t; 0) e−i(ωt−kxx−kzz)dxdzdt (3)
donde X = (kx, y, kz) son las coordenadas en el dominio transfor-
mado, kx y kz son los números de onda en las direcciones x y z,
respectivamente, y ω es la frecuencia.
La transformada inversa correspondiente está determinada por
la expresión:
g (x,  t; 0) = 1
(2)3
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
G (X,  ω; 0) ei(ωt−kxx−kzz)dkxdkzdω
(4)
Aplicando la transformada de Fourier deﬁnida a la expresión (1)
se obtiene la ecuación por resolver.Figura 1. Semiespacio bajo carga puntual.
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onde el superíndice se reﬁere a una carga puntual en la dirección
. La carga puntual en el dominio transformado es de la forma:
l (X, ω; 0) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
ıilı(x)ı(y)ı(z)ı(t)e−i(ωt−kxx−kz z)dxdzdt = ıilı(y) (6)
 ∇k es el operador ∇ en el dominio transformado, que viene dado
or:
k =
(
−ikx, d
dy
, −ikz
)
Para considerar un comportamiento del material viscoelástico
e ha adoptado el modelo de Kelvin-Voigt, deﬁniendo en la ecua-
ión (5) las propiedades del material de tipo complejo [26]. Así, las
onstantes elásticas  y  están deﬁnidas mediante las siguientes
xpresiones:
 = R (1 + 2i	sign (ω))  = R (1 + 2i	sign (ω)) (7)
onde R y R son las constantes de Lamé y 	 el coeﬁciente de
mortiguamiento histerético.
Para resolver la ecuación (5), el vector de desplazamientos
l (X, ω; 0) se descompone en la suma de potenciales escalar y
ectorial [27]:
l (X, ω; 0) = ∇k
l (X, ω; 0) + ∇k × 
l (X, ω; 0) (8)
Aplicando la divergencia y rotacional a (5), se obtienen las
iguientes ecuaciones para cada potencial:
d2
l (X, ω; 0)
dy2
+
(
k2p − k2r
)

l (X, ω; 0) = 0
d2l (X, ω; 0)
dy2
+
(
k2s − k2r
)
l (X, ω; 0) = 0
(9)
onde k2r = k2x + k2z ; kp = ωcp y ks = ωcs son los números de onda para
as ondas P y S, respectivamente, y cp =
√
+2
 y cs =
√

 son las
elocidades de onda P y S del material.
La solución general a estas 4 ecuaciones diferenciales se puede
scribir de la siguiente forma:

 (X, ω; 0) = c1˛ek˛y + c2˛e−k˛y
 (X, ω; 0) = c1ˇekˇy + c2ˇe−kˇy
(10)
onde k˛ =
√
k2r − k2p y kˇ =
√
k2r − k2s . La solución depende de
 constantes de integración que se obtienen aplicando las condi-
iones de contorno, radiación y continuidad, que se describen a
ontinuación.
.1. Cálculo de las constantes de integración
Los potenciales de desplazamientos (10) dependen de 8 cons-
antes de integración cij, donde i = 1, 2 y j = ˛, ˇ1. Al considerar la
arga puntual aplicada en y = 0 que provoca discontinuidad en las
ensiones, las constantes diﬁeren en la parte superior (y > 0) y la
arte inferior de la región (y < 0). En consecuencia, existen 16 cons-
antes de integración, 8 para y > 0 (que se denotan por c+
ij
) y otras
 para y < 0 (c−
ij
). Todas estas constantes se calculan considerando
as siguientes condiciones:
. Condición de tensión libre en la superﬁcie (y = h).
. Condición de radiación en y→ − ∞.. Continuidad de desplazamientos en y → 0±
. Equilibrio de tensiones en y → 0±
1 Hay que tener en cuenta que para j = ˇ, ciˇ es un vector con 3 componentes.r. cálc. diseño ing. 2014;30(4):247–255 249
Se obtienen restricciones adicionales a partir de la condición de
Miklovitz [28], ∇ ·  = 0 que se deﬁne:
−ikxx +
dy
dy
− ikzz = 0 (11)
en el dominio transformado.
Todas estas condiciones se describen detalladamente a conti-
nuación.
Condición de tensiones libre en la superﬁcie y = h. Considerando el
sistema de referencia cartesiano dado en la ﬁgura 1, las condiciones
de contorno en la superﬁcie vienen determinadas por:
lxy
∣∣
y=h = 0 
l
yy
∣∣
y=h = 0 
l
yz
∣∣
y=h = 0 (12)
donde l
ij
es el tensor de tensiones de la solución fundamental. Este
es un conjunto de 3 ecuaciones para las 8 icógnitas c+
ij
, por lo que
es necesario establecer 13 condiciones más.
Condición de radiación en y→ − ∞.  Las condiciones de radiación
implican que no existen ondas que se generen en el inﬁnito. Los
téminos e−yA que aparecen para y < 0 representan este tipo de ondas
y, por tanto, las 4 constantes correspondientes c−2˛ y c
−
2ˇ desapare-
cen. Tras establecer estas condiciones, quedan 9 ecuaciones para
resolver el problema.
Continuidad de desplazamientos en y → 0±. En el punto de aplica-
ción de la carga (y = 0) debe haber continuidad de desplazamientos.
Esta condición permite deﬁnir 3 ecuaciones:
lím
y→0+
Ulx = lím
y→0−
Ulx
lím
y→0+
Uly = lím
y→0−
Uly
lím
y→0+
Ulz = lím
y→0−
Ulz
(13)
Quedan 6 ecuaciones por deﬁnir.
Equilibrio de tensiones en y → 0±. El equilibrio de tensiones en
el punto de aplicación de la carga implica un salto en el tensor de
tensiones en y = 0 debido a la carga puntual aplicada.
lxy
∣∣
y=0+ − 
l
xy
∣∣
y=0− = −ılx
lyy
∣∣
y=0+ − 
l
yy
∣∣
y=0− = −ıly
lyz
∣∣
y=0+ − 
l
yz
∣∣
y=0− = −ılz
(14)
Condición de Miklovitz. La condición de Miklovitz (11) se aplica
tanto para las ecuaciones superiores (y > 0) como para las inferiores
(y < 0). Para la parte superior, se obtienen 2 ecuaciones, quedando
despreciados los coeﬁcientes de e−kˇy y ekˇy. Para la parte infe-
rior, solo una ecuación es necesaria, mientras que el coeﬁciente que
multiplica ekˇy ha sido despreciado por las condiciones de radiación.
2.2. Solución fundamental para el campo de desplazamientos
Resolviendo las 16 ecuaciones consideradas por las condiciones
anteriores se obtienen las constantes de integración. Sustituyendo
estas en las expresiones de los potenciales deﬁnidos en la descom-
posición dada por la ecuación (8), se obtiene la función de Green en
desplazamientos para el semiespacio considerado.
Uli (X, ω; 0) =
1
2ω2
{
kikl
1
k˛
(
e−k˛|y| − ek˛y
(
k˛ϕ + e−2hk˛
))
− 1
kˇ
(
e−kˇ |y| + ekˇy
(
kˇϕ + e−2hkˇ ( − )
))
(15)+ıil
k2s
kˇ
(
e−kˇ |y| + ekˇ(−2h+y)
)}
donde los índices i y l toman los valores x y/o z.
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exactamente en todos los casos. La función de Green es singular en
los dominios (x, y, z, ω) y (x, y, kz, ω) pero es regular en el dominio
(kx, y, kz, ω).
4. Validación de la función de Green
La solución obtenida se ha validado mediante los siguientes pro-
cedimientos:50 E. Puertas, R. Gallego / Rev. int. métodos
Uiy (X, ω; 0) =
iki
2ω2
{
−sign (y) e−k˛|y| − ek˛y
(
k˛ϕ + e−2hk˛
)
+
sign (y) e−kˇ |y| − ekˇy
(
k2r
kˇ
ϕ + e−2hkˇ
)} (16)
onde i = x, z.
Uy
i (X, ω; 0) =
iki
2ω2
{
−sign (y) e−k˛|y| + ek˛y
(
k2r
kˇ
ϕ + e−2hk˛
)
+
sign (y) e−kˇ |y| + ekˇy
(
k˛ϕ + e−2hkˇ
)}
(17)
iendo i = x, z. Por último:
Uyy (X, ω; 0) =
1
2ω2
{
−k˛
(
e−k˛|y| + ek˛y
(
k2r
kˇ
ϕ + e−2hk˛
))
+
k2r
kˇ
(
e−kˇ |y| − ekˇy
(
k˛ϕ + e−2hkˇ
))}
(18)
En estas ecuaciones se han deﬁnido los siguientes parámetros:
ϕ =
4kˇ
(
−2k2r + k2s
)
(
−2k2r + k2s
)2 − 4k2r k˛kˇ e
−h
(
k˛+kˇ
)
 =
(
−2k2r + k2s
)2 + 4k2r k˛kˇ(
−2k2r + k2s
)2 − 4k2r k˛kˇ
 = 8k˛kˇk
2
s(
−2k2r + k2s
)2 − 4k2r k˛kˇ
.3. Solución fundamental para el campo de tensiones
La función de Green para las tensiones l
ij (X, ω; 0) se obtiene
ustituyendo la función de Green obtenida para el campo de des-
lazamientos deﬁnida por las ecuaciones (15-18) en la ley de Hooke
ormulada en el espacio transformado. El tensor de tensiones puede
xpresarse en función de la dilatación  = Ekk y del tensor de defor-
aciones Eij:
l
ij (X, ω; 0) = l (X, ω; 0) ıij + 2Elij (X, ω; 0) (19)
onde ıij es la delta de Kronecker y las expresiones para las defor-
aciones son:
l = −ikxUlx +
dUly
dy
− ikzUlz
Elxx = −ikxUlx
Elyy =
dUly
dy
Elzz = −ikzUlz
(20)
Elxy =
1
2
(
dUlx
dy
− ikxUly
)
El = − i
(
k Ul + k Ul
)
xz 2 z x x z
Elyz =
1
2
(
−ikzUly +
dUlz
dy
)
(21)r. cálc. diseño ing. 2014;30(4):247–255
Se han suprimido las coordenadas (X, ω; 0) para una mayor cla-
ridad de la formulación.
3. Evaluación de las integrales para la transformada inversa
de Fourier
Para obtener la SF dinámica en un semiespacio 2.5D (x, y, kz,
ω) es necesario realizar la transformada inversa de Fourier para el
número de onda kx,
f˜ (x, y, kz, ω) = 12
∫ ∞
−∞
F (kx, y, kz, ω) e−ikxxdkx (22)
Esta integral no se puede obtener de forma analítica para todos
los términos de la SF y es necesaria una aproximación numérica:
f˜ (sx, y, kz, ω) = kx2
Nx−1∑
r=0
F (rkx, y, kz, ω) e−2i
r s
Nx (23)
donde s = 1, . . .,  Nx; kx es el incremento en el número de onda
kx; Nx es el número total de puntos necesarios para poder realizar
eﬁcientemente la transformada inversa y x  = 2(Nx−1)kx . Para ace-
lerar el tiempo de cálulo se emplea el algoritmo correspondiente a
la transformada rápida de Fourier.
De modo análogo, es necesario realizar la doble transformada
inversa de Fourier para las variables kx y kz para obtener la SF en el
semiespacio 3D. Su expresión analítica viene dada por:
f (x, y, z, ω) = 1
(2)2
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
F(kx, y, kz, ω)e−i(kxx+kzz)dkxdkz
(24)
donde es necesaria una aproximación discreta para su cálculo
mediante la expresión:
f˜sxsz (xsx , y, zsz , ω) =
kxkz
(2)2
Nx∑
rx=1
Nz∑
rz=1
×
[
Frxrz
(
kxrx , y, kzrz , ω
)
e−2i
(rx−1)(sx−1)
Nx e−2i
(rz−1)(sz−1)
Nx
]
(25)
siendo kx y kz los incrementos de números de onda para kx y
kz, y Nx y Nz son los números totales de puntos en los dominios kx
y kz, respectivamente.
Para aplicar estas funciones de Green transformadas en for-
mulaciones de elementos de contorno, es necesario calcularlas1. Ejemplos basados en el teorema de reciprocidad para los desplaza-
mientos. Se validan las propiedades básicas de la SF empleando
únicamente la teoría desarrollada en este procedimiento.
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Figura 3. Validación del teorema de reciprocidad. Parte real (línea continua) e ima-
ginaria (línea discontinua) de uxz ; parte real (cuadrado sombreado) e imaginaria
(cuadrado) de uxz (líneas de puntos).
Figura 4. Partes real (línea continua o cuadrado sombreado) e imaginaria (línea
discontinua o cuadrado) para los desplazamientos sobre la línea (y = 5) debido a
una  carga unitaria y armónica de 50 Hz (arriba) y 200 Hz (abajo) aplicada en el
origen, obtenida mediante el Método de Elementos de Contorno (líneas) y calcu-E. Puertas, R. Gallego / Rev. int. métodos
. Validación numérica empleando el programa de elementos de
contorno con la solución fundamental para el espacio completo,
siendo necesaria la dicretización de la superﬁcie.
. La solución se compara con resultados experimentales.
.1. Teorema de reciprocidad
El campo de desplazamientos elastodinámico correspondiente
 cualquier SF debe satisfacer la siguiente identidad:
j
i (x, y) = uij (y, x) (26)
enominada Teorema de Maxwell de los desplazamientos recípro-
os, donde x e y son las posiciones de los puntos receptor y emisor,
espectivamente. El superíndice denota la dirección de la fuerza y
l subíndice indica la componente cartesiana del desplazamiento.
La ﬁgura 2 representa la comparación de reciprocidad uxz = uzx.
e considera un semiespacio con coeﬁciente de Poisson  = 0,3, den-
idad  = 2.242 kg/m3, módulo de rigidez  = 1,43488 109N/m2 y
oeﬁciente de amortiguamiento 	 = 0,005. La ﬁgura 3 representa
as partes real e imaginaria para 2 soluciones recíprocas. Las solu-
iones se han calculado para 2 frecuencias (ω = 50 Hz en ﬁg. 3a
 ω = 200 Hz en ﬁg. 3b) en un intervalo de número de onda kx =
−2, 2) y kz = 0,25. La partes real e imaginaria de uxz están repre-
entadas en línea continua y discontinua, respectivamente. En este
aso, la carga está situada a una profundidad h1 = 6 m y se calculan
os desplazamientos en h2 = 2 m.  Los desplazamientos uzx se calcu-
an en h1 = 2 m para las mismas frecuencias y números de onda para
na carga situada en h2 = 6 m,  y se muestran en el mismo  gráﬁco:
l símbolo  corresponde a la parte real y  a la parte imaginaria.
uede observarse que el ajuste entre ambas es perfecto.
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Figura 2. Comparación de reciprocidad.
lada mediante la transformada inversa de Fourier en kx de la solución fundamental
(punteada); número de onda kz = 0,5 en todos los casos.
Figura 5. Partes real (línea continua o cuadrado sombreado) e imaginaria (línea
discontinua o cuadrado) para las tensiones sobre la línea (y = 2) debido a una carga
unitaria y armónica de 50 Hz (arriba) y 200 Hz (abajo) aplicada en el origen, obte-
nida mediante el Método de Elementos de Contorno (líneas) y calculada mediante
la  transformada inversa de Fourier en kx de la solución fundamental (punteada);
número de onda kz = 0,5 en todos los casos.
4.2. Comparación con la solución para el espacio completo 2.5D
El objeto principal de este ejemplo de validación es comparar
la solución obtenida con otros resultados publicados previamente.
Las expresiones se han validado mediante el cálculo de la solu-
ción 2.5D generada por una carga armónica en la dirección z en un
semiespacio. Los resultados se han obtenido a partir de un código
generado empleando la SF del espacio completo descrita en [22] e
implementada utilizando el Método de los Elementos de Contorno.
Se considera un semiespacio con coeﬁciente de Poisson  = 0,3,
densidad  = 2.242 kg/m3, módulo de rigidez  = 1,43488 109N/m2
y coeﬁciente de amortiguamiento 	 = 0,005. Las ﬁguras 4 y 5 repre-
sentan las componentes real e imaginaria para el desplazamiento
y las tensiones, respectivamente, en la superﬁcie del semiespacio
2.5D para un número de onda kz = 0,50 y frecuencias 50 Hz y 200 Hz,
calculadas mediante el programa de elementos de contorno y la SF
propuesta es este trabajo.
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La solución calculada mediante el programa de elementos de
ontorno se representa con líneas, siendo la parte real continua y
a componente imaginaria discontinua. Ha sido necesaria una dis-
retización de la superﬁcie de 200 elementos cuadráticos en un
ontorno de longitud 300 m.  Para obtener la SF para el semiespa-
io 2.5D se ha realizado la transformada inversa para el número de
nda kx en las expresiones dadas en las ecuaciones (15-18) y las
ensiones obtenidas por la ecuación (eq-hooke-law). Para calcular
sta transformada inversa han sido necesarios Nx = 256 puntos y el
ncremento en el número de onda kx = 0,078125 rad/m.
.3. Comparación con resultados experimentales
Por último, se ha validado experimentalmente la SF obtenida
ediante los datos registrados en el ensayo desarrollado en [29],
onsistente en medir las aceleraciones de vibración ocasionadas
n la superﬁcie de un suelo oscilado armónicamente con una fre-
uencia de ω = 10 Hz por un excitador electromagnético con una
mplitud de fuerza aplicada de 402 N, obtenida a partir de la masa
 de la aceleración del excitador. El suelo tiene una densidad de
 = 1.850 kg/m3, el coeﬁciente de Poisson es  = 0,2 y la velocidad
e las ondas de superﬁcie cR = 166,7 m/s, proporcionando así las
elocidades de onda P y S, cs = 183,47 m/s  y cp = 299,62 m/s, respec-
ivamente.
La ﬁgura 6 muestra el desplazamiento medido en la superﬁcie
el suelo por 3 acelerómetros a 1,0 m,  1,5 m y 2,0 m y calculado
ediante la triple transformada inversa de Fourier (ecuación 4 de
a SF). Se puede observar que la SF reproduce con bastante exacti-
ud la respuesta en la superﬁcie del sólido para diferentes puntos,
i bien cabe destacar que la discrepancia en los resultados con la
istancia puede deberse al ajuste del amortiguamiento, de ahí que
umenten las diferencias al ser mayor la distancia al punto de apli-
ación. Por otra parte, la forma de la curva experimental contiene
osibles reﬂexiones debido a que el terreno puede presentar hete-
ogeneidades.. Comportamiento asintótico de la Solución Fundamental
Es muy  útil obtener el comportamiento de la función de Green
ara 2 casos particulares: (i) el límite cuando la profundidad de la
igura 6. Desplazamiento vertical debido a una carga armónica de 402 N y 10 Hz
plicada en la superﬁcie de un semiespacio, obtenida mediante datos experimenta-
es (línea discontinua) y calculada mediante la transformada inversa de Fourier de
a  SF (línea continua): (a) 1,0 m, (b) 1,5 m,  (c) 2,0 m.r. cálc. diseño ing. 2014;30(4):247–255
carga es grande y (ii) el límite cuando la frecuencia de excitación
es cero. El primer límite proporciona la SF para el espacio completo
en el dominio transformado (kx, y, kz, ω), mientras que el segundo
límite conduce a la SF elastostática del semiespacio en el dominio
transformado.
Otras SF pueden obtenerse fácilmente, como:
1. Considerando h→ ∞ y ω → 0 se obtiene la SF armónica del espa-
cio completo.
2. El límite kz → 0 proporciona la SF dinámica armónica para el
espacio bidimensional en el dominio transformado (kx, y).
3. La combinación de superposiciones diferentes de estos límites
permite obtener otras SF útiles.
En las siguientes secciones se muestran las expresiones más
útiles.
5.1. Solución Fundamental para el espacio completo en el
dominio transformado
Considerando h→ ∞,  las expresiones de las ecuaciones (15-18)
conducen a las siguientes:
Uli =
1
2ω2
[
kikl
(
1
k˛
e−k˛y − 1
kˇ
e−kˇy
)
+ıil
k2s
kˇ
e−kˇy
]
{i, l} = x, z
Uiy = Uyi =
iki
2ω2
[
−e−k˛y + e−kˇy
]
i = x, z
Uyy =
1
2ω2
[
−k˛e−k˛y + k
2
r
kˇ
e−kˇy
]
(27)
que se corresponden con la SF del espacio 3D en el dominio trans-
formado (kx, y, kz, ω).
A partir de estas ecuaciones se puede obtener fácilmente la
SF para espacio 2.5D realizando la transformada inversa para el
número de onda kx. En la ﬁgura 7 se presentan algunos resulta-
dos calculando la transformada inversa de la SF en kx (línea de
puntos) comparada con la expresión de la SF (línea continua) obte-
nida directamente de las ecuaciones de la elastodinámica 2.5D
[22]. Las propiedades del medio en el que se realiza este ejem-
3 9 2plo son:  = 0,3,  = 2.242 kg/m ,  = 1,43488 10 N/m y 	 = 0,005.
Para realizar la transformada inversa se han empleado Nx =
256 puntos.
Figura 7. Componentes real (línea continua y puntos sombreados) e imaginaria
(línea discontinua o puntos) del desplazamiento sobre la línea y = 1 debido a una
carga armónica unitaria ω = 100 Hz aplicada en el origen obtenida a partir de la
SF  2,5D para el espacio completo (líneas) [22] y calculada mediante la transfor-
mada inversa de Fourier en kx de la SF transformada (cuadrados); en todos los casos
kz = 0,5).
 numér. cálc. diseño ing. 2014;30(4):247–255 253
5
d
m
e
U
d
q
y
e

N
d
F
y
o
l
σ
y y
y(×
10
–
3 N
/m
2 )
σ
x x
y(×
10
–
3 N
/m
2 )
σ
x x
x(×
10
–
3 N
/m
2 )
Figura 9. Tensiones en la superﬁcie (línea continua y puntos) y sobre la línea y = − h
(línea discontinua y puntos) debido a una carga unitaria aplicada en el origen obte-E. Puertas, R. Gallego / Rev. int. métodos
.2. Solución Fundamental para el semiespacio elastostático en el
ominio transformado
Considerando el límite ω → 0 en las expresiones de los desplaza-
ientos dados por las ecuaciones (15-18) se obtienen las siguientes
xpresiones:
l
i =
1
8kr (1 − )
[
kikl + ıil4 (1 − ) (e−kr |y| + ekr (−2h+y))
]
{i, l} = x, zUiy =
iki
8kr (1 − )
[
e−kr |y|y + ekr (−2h+y)
(
−4 (1 − ) (1 − 2)
kr
+ y (3 − 4) + 2hkr (h − y)
)]
i = x, zUy
i
= iki
8kr (1 − )
[
e−kr |y|y + ekr (−2h+y)
(
4 (1 − ) (1 − 2)
kr
+ y (3  − 4) − 2hkr (h − y)
)]
i = x, zUyy =
1
8kr (1 − )
[
e−kr |y| (3−4 + sign (y) kry) + ekr (−2h+y)
(
5 − 4 (3 − 2) − kr (−2h + y) (3 − 4) + 2hk2r (h − y)
)]
(28)
onde
 = − e
−kr |y|
k2r
(1 + kr |y|)
+ e
kr (−2h+y)
k2r
(1 − 8 (1 − )
+ (y − 2h) (3 − 4) kr + 2h (h − y) k2r
)
ue corresponden a la SF de Midlin en el dominio transformado (kx,
, kz) [12].
Ambas soluciones se comparan en las ﬁguras 8 y 9 para un
spacio elástico con las propiedades siguientes:  = 0,3, densidad
3 9
 = 2.242 kg/m y módulo de rigidez transversal  = 1,43488 10
/m2. La doble transformada inversa se ha realizado con una malla
e Nx × Nz = 256 × 256 puntos.
igura 8. Desplazamientos en la superﬁcie (línea continua y puntos) y sobre la línea
 = − h (línea discontinua y puntos) debido a una carga unitaria aplicada en el origen
btenida con la SF de Mindlin (líneas) [12] y calculada mediante la transformada de
a  SF (puntos).nida con la SF de Mindlin (líneas) [12] y calculada mediante la transformada de la
SF  (puntos).
6. Integración espacial de la Solución Fundamental
Para aplicar esta SF en el código del Método de los Elementos de
Contorno es importante determinar el tipo de integración por abor-
dar y, particularmente, el caso singular, como es el caso en el que el
punto de aplicación de la carga o el punto de colocación esté sobre
el elemento de integración. En estos casos, los desplazamientos y
tensiones de la SF son singulares en coordenadas físicas (x, y, z),
(r−1) y (r−2), respectivamente, donde r =
√
x2 + y2 + z2 es la dis-
tancia entre el punto de colocación y observación. Si solo se realiza
una transformada en las coordenadas físicas, (x, y, kz) o (kx, y, z),
la SF en desplazamientos y tensiones sigue siendo singular, (log r)
y (r−1), respectivamente, donde r =
√
x2 + y2 o r =
√
y2 + z2. Sin
embargo, la SF en el dominio (kx, y, kz) no es singular cuando y → 0.
Supongamos que queremos integrar la SF para resolver un pro-
blema dinámico 2.5D en un semiespacio como el mostrado en
la ﬁgura 10. Es evidente que el esfuerzo en la discretización se
reduce empleando la SF del semiespacio, o lo que es lo mismo, el
cálculo de la SF es computacionalmente más  costoso para la SF en el
Figura 10. Problema dinámico 2.5D en un semiespacio.
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spacio completo. Así, considerando la siguiente integral elemental
ingular,
 =
∫
e
FH−S(kx, y, z, ω)e(y, z)de (29)
onde FH−S(kx, y, z) es alguna de las componentes de la SF para el
emiespacio en desplazamientos o tensiones y (y, z) es una fun-
ión de forma regular. Existen 2 técnicas para resolver las integrales
ingulares:
. Regularización mediante la sustracción de una SF más simple.
. Cambio en el orden de integración.
.1. Regularización mediante la sustracción de una SF más simple
Para regularizar la SF del semiespacio se pueden emplear dife-
entes SF dependiendo de las integrales singulares programadas.
or ejemplo, si se ha implementado la SF para un código dinámico
.5D que emplea la SF para el espacio completo, se pueden usar las
iguientes expresiones:
I =
∫
e
FH−S(kx, y, z, ω)e(y, z)de
=
∫
e
FF−S(kx, y, z, ω)e(y, z)de
+
∫
e
F(kx, y, z, ω)e(y, z)de
(30)
onde
F(kx, y, z, ω) = FH−S(kx, y, z, ω) − FF−S(kx, y, z, ω) es regular
uando r → 0 y puede calcularse:
F(kx, y, z, ω) =
kz
2
Nz∑
nz=1
(
FH−S(kx, y, nzkz, ω)
−FF−S(kx, y, nzkz, ω)
)
e
2i(z−1)kz
nz − 1
Nz
(31)
Las expresiones de FH−S(kx, y, nzkz, ω) y
F F−S(kx, y, nzkz, ω) vienen dadas en las ecuaciones (15-18) y
27), respectivamente, en el caso de los desplazamientos de la SF.
Otra forma de regularizar se obtiene partiendo de un código 2.5D
lastostático que emplea la SF del semiespacio (Mindlin) y en el que
e utilizarían las siguientes expresiones:
I =
∫
e
FH−S(kx, y, z, ω)e(y, z)de
=
∫
e
FMidlin(kx, y, z)e(y, z)de
+
∫
e
F(kx, y, z, ω)e(y, z)de
(32)
onde
F(kx, y, z, ω) = FH−S(kx, y, z, ω) − FMidlin(kx, y, z)
s regular para r → 0. Se puede calcular entonces:
F(kx, y, z, ω) =
kz
Nz∑(
FH−S(k , y, n k , ω)
2
nz=1
x z z
−FMidlin(kx, y, nzkz, ω)
)
e
2i(z−1)kz
nz − 1
Nz
(33)r. cálc. diseño ing. 2014;30(4):247–255
Las expresiones FH−S(kx, y, nzkz, ω) vienen determinadas por
las ecuaciones (15-18), mientras que
FMidlin(kx, y, nzkz, ω) están determinadas por las ecuaciones
(28).
6.2. Cambio en el orden de integración
Dependiendo del tipo de problema considerado pueden ser
necesarias la realización de una o 2 integraciones para la trans-
formada inversa en el cálculo de la SF. Considerando el caso de un
problema dinámico armónico 2,5D, FH−S(kx, y, z, ω)  viene dada por:
FH−S(kx, y, z, ω) = 12
∫ ∞
−∞
F(kx, y, kz, ω)eikzzdkz (34)
y por tanto:
I =
∫
e
FH−S(kx, y, z, ω)e(y, z)de(y, z)
=
∫
e
{
1
2
∫ ∞
−∞
F(kx, y, kz, ω)eikzzdkz
}
de(y, z) (35)
Se puede cambiar el orden de integración entre e y kz:
I = 1
2
∫ ∞
−∞
{∫
e
F(kx, y, kz, ω)eikzzde(y, z)
}
dkz (36)
La ventaja de esta aproximación es que mientras FH−S(kx, y,
z, ω) es singular, F(kx, y, kz, ω)eikzz es regular y su integral puede
calcularse directamente mediante la cuadratura de Gauss.
Discretizando la transformada inversa de Fourier, el valor de I
viene determinado por:
I = kz
2
Nz∑
nz=1
⎧⎨
⎩
∫
e
F(kx, y, nzkz, ω)e
2i(z−1)kz
nz − 1
Nz de(y, z)
⎫⎬
⎭
(37)
7. Conclusiones
Se ha presentado la respuesta de un semiespacio viscoelástico
para una carga armónica empleando el método de los potenciales
de desplazamiento y transformadas de Fourier. Las componentes
del campo de desplazamientos y tensiones se obtienen de forma
analítica. Esta solución no tiene singularidades y se puede calcular
tanto para cargas en superﬁcie como en el interior del semiespa-
cio.
El procedimiento es útil en problemas de propagación de
ondas. Se muestra, asimismo, que la SF converge analítica-
mente a otras soluciones conocidas, tales como la SF para el
espacio completo y la SF del semiespacio elastostático, entre
otras.
Las expresiones se han validado comparando los resultados con
otros numéricos generados mediante el Método de los Elementos
de Contorno y resultados experimentales.
La SF presentada en este estudio tiene un gran valor en la
formulación de semiespacios elastodinámicos tridimensionales
empleando el Método de los Elementos de Contorno. Se pueden
incorporar en un código de dicho método evitando la discretización
de la superﬁcie del semiespacio.Se presentan alternativas diferentes de regularización para el
desarrollo de la integración singular dependiendo del código de
Método de los Elementos de Contorno empleado por el investiga-
dor.
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Este procedimiento empleado para el desarrollo de las SF del
emiespacio puede generalizarse para obtener la SF dinámica armó-
ica de placas 3D o en medios estratiﬁcados.
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